THEORIE DES GROUPES 2024 - 25, SOLUTIONS 7

Exercise 1. A faire vous-méme.

Exercise 2. D’apres le théoreme de correspondance, les sous-groupes normaux de G contenant
H sont en bijection avec les sous-groupes normaux de G/H. Cela prouve les deux implications
de I’énoncé.

Exercise 3. Une série de composition est donnée par
0=12Z/127Z < 6Z/127 < 3Z/127 < Z/12Z
avec comme facteurs de composition
{Z)22.,7./]27.,7.]3Z}.
La série de composition n’est pas unique, voici par exemple une autre
0=12Z/127Z < 6Z /127 < 27, /127 < 7/ 127.

Elles ont les mémes facteurs de composition d’apres un théoréme du cours.

Exercise 4. Soit V; = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)} le groupe de Klein. Remarquons qu’il
est précisément le sous-groupe de A4 formé des éléments d’ordre 2. Puisque pour tout o € Ay
et € V4, on a (cxzo~!)? = 1, cela prouve que oxo~! a pour ordre 2 et appartient donc & V.
Ceci montre que Vj est normal dans Ay4. Il en résulte que

0<Z/2Z =((12)(34)) < V4 < Ay
est une série de composition. Les facteurs de composition sont
{Z)22,7./27.,7.]3Z}

car ce sont les seuls groupes ayant les cardinalités requises. Puisque A4 < Sy est normal, nous
pouvons I’étendre en une série de composition

0<Z/2Z ={((12)(34)) SV, < Ay < Sy
avec comme facteurs de composition

{2.)22.,7./27.,7./37., 7./ 27} .

Exercise 5. Par les propriétés des produits semi-directs, on a une courte suite exacte
1-G—-Gx,H—H—1.

Il en résulte de la proposition 22 des notes que les facteurs de composition de G' x, H sont

simplement les facteurs de composition de G et les facteurs de composition de H.
1



2 THEORIE DES GROUPES 2024 - 25, SOLUTIONS 7

Exercise 6. (1) Par l'exercice 5 de la semaine derniére, nous savons que ’on peut écrire
ZInZ = LIpV L X LIPSPL X ... X L[ piF L.
Ainsi, une série de composition est donnée par
09Z/MZ AZ/PZ AZ/PIZ < ... A LpP T QL S L x Z)paZ <
ZIpV'Zx Z/p3Z < ... QLIPP L X LIPPL X ... X L/pE T

qui a pour longueur a; + as + ...+ ax. Les facteurs de composition consistent en a; fois
Z/piZ pour tout 1 <i < k.

(2) Soit n € N. En utilisant la proposition 19 du cours, nous savons que G = Z/nZ a une
série de composition

0=GpIG1 4... 4G, =G.

Puisque G est abélien, il en est de méme de ses sous-groupes. Par conséquent, les facteurs
de composition G;11/G; sont des groupes finis simples abéliens, c’est-a-dire qu’ils sont
cycliques d’ordre premier (comme expliqué dans le cours). Il en résulte que

n= |G| =[G/Gr1| X |Gr_1] = |G/Gr-1| X |G—1/Gr—2| x |Gr—2]
k—1
= H |Git1/Gyl
=0

qui est un produit de nombres premiers. Par le théoreme de Jordan-Hélder, les facteurs
de composition Gj4+1/G; sont uniques (& permutation pres), ce qui montre qu’une telle
décomposition de n en produit de nombres premiers est unique.

Exercise 7. D’apres 'exercice 7 de la série 4, nous avons un isomorphisme
Doy, 2 Z/nZ 1, 7./ 2.
On obtient donc une suite exacte courte
0 — Z/nZ — Dayp — Z/27 — 0

et ainsi, d’apres le cours, nous savons que Ds, a une série de composition obtenue en attachant
une série de composition de Z/nZ avec celle de Z/27. L’exercice précédent nous donne de telles
séries de composition. De plus, ’exercice 5 nous indique que les facteurs de composition sont
I'union des facteurs de ces deux groupes.

Exercise 8. Supposons par I’absurde qu’il existe un sous-groupe normal propre H < G. Alors,
en posant Gy := 1, il existe n € N tel que G,, C H et Gp41 € H. Cependant, on a alors que
Grn+1 () H est un sous-groupe normal propre de G,,41, ce qui contredit ’hypothese. Considérons
les inclusions A5 C Ag C ... des groupes alternés, tous simples. Alors

i~ Ua
=5

est infini et simple.
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Exercise 9. (1) Voir la preuve des propositions 20, 21, 22 et du théoreme de Jordan-Hélder.

(2)

On a une suite exacte courte

1-K—-G—-G/K—1
D’apres le point précédent

longueur(G) = longueur(K) + longueur(G/K),

mais comme K est un sous-groupe propre de G, G/K n’est pas trivial et a donc une
longueur strictement supérieure a 0. Cela implique que longueur(G) > longueur(K).
Si 'on a une chaine stricte

149Gy 4G 4G <.
composée de sous-groupes normaux de GG, on peut appliquer (2) pour obtenir

0 < longueur(Gy) < longueur(Gy) < ...

Ainsi, toute chalne de ce type doit étre finie et avoir une longueur au plus égale a
longueur(G) + 1.
Prouvons chacune des deux implications :

” = 7 Observons que le raisonnement de (3) reste valable, méme si les chaines
décrites en (a) et (b) ne sont pas constituées de sous-groupes normaux de G.

7 <=7 Clairement, G est normal dans G. Si GG est simple, nous avons terminé. Sinon,
choisissons un sous-groupe normal Hy < G. Si Hy est maximal dans G, on s’arréte. Sinon,
on continue en itérant ce processus en choisissant a chaque étape un sous-groupe normal
H; de G tel que H;_1 < H; avec inclusion stricte. Par ’hypothese (b), ce processus doit
se terminer pour un certain H,, ou n est un entier positif. Posons G; = H, < G.
On peut vérifier que G est maximal dans G, sinon le processus ci-dessus n’aurait pas
terminé. Observons que G; est également normal dans G, par construction. On peut
donc appliquer de maniere inductive le méme raisonnement pour obtenir une chaine
normale descendante dans laquelle chaque inclusion est maximale de la forme suivante

GGGy ...

Par I'hypothese (a), une telle chaine doit se stabiliser pour un certain Gy, et par construc-
tion des Gj, on doit avoir G,, = 1. Nous avons ainsi obtenu une série de composition
pour G, donc G est de longueur finie.



